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1. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям, и неко-
торые общие понятия 

При решении многих задач математики, физики и техники часто 
не удается установить непосредственную зависимость между искомыми 
и данными переменными величинами, но зато удается составить уравне-
ние, связывающее независимую переменную, искомую функцию и ее 
производные. Такое уравнение называется дифференциальным. Решая 
его, находят зависимость уже между самими переменными. Дифферен-
циальное уравнение может не содержать в явном виде независимую пе-
ременную и искомую функцию, но обязательно должно содержать одну 
или несколько производных искомой функции. 

Например, уравнения 
                                 05  yy  ,                                                            (1) 
                                8sin  xyxy  ,                                             (2) 
                                8sin  xyy ,                                                 (3) 
                                tgxyy  cos                                                       (4) 

будут дифференциальными уравнениями. Отметим, что производную 

функции у по переменной х мы будем обозначать либо y , либо 
dx
dy

 . 

В механике производную по времени часто обозначают точкой вверху 

дифференцируемой функции:


 x
dt

xdx
dt
dx

2

2

,  . 

 Решением, или интегралом дифференциального уравнения назы-
вается всякая функция, подстановка которой в уравнение превращает 
его в тождество.  

С простейшим дифференциальным уравнением мы уже встреча-
лись при решении задачи об отыскании первообразной функции. Дей-
ствительно, если функция y=F(x) есть первообразная для функции f(x), 
то по определению первообразной 

                                  )(xfy                                                           (5) 
Уравнение (5), содержащее производную искомой функции, является 
простейшим дифференциальным уравнением. 
 Порядком дифференциального уравнения называется наивысший 
порядок производной, входящей в уравнение. 
 Дифференциальное уравнение называется линейным, если неиз-
вестная функция и все ее производные входят в уравнение в первой сте-
пени. Если дифференциальное уравнение может быть разрешено в яв-
ном виде относительно старшей производной, т.е. приведено к виду: 
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                                    ),...,,,,( )1()(  nn yyyyxfy , 
где f(…) – некоторая нелинейная функция, то такое уравнение называет-
ся квазилинейным. В случае невозможности разрешения уравнения от-
носительно старшей производной оно называется нелинейным.  

Линейное дифференциальное уравнение называется однородным, 
если в каждом слагаемом уравнения присутствует неизвестная функция 
или ее производные, в противном случае уравнение называется неодно-
родным. 

Например, приведенные ранее уравнения можно классифициро-
вать так: 

(1) – линейное однородное дифференциальное уравнение первого 
порядка; 

(2) – линейное неоднородное дифференциальное уравнение второ-
го порядка; 

(3) – нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка; 
(4) – квазилинейное дифференциальное уравнение третьего поряд-

ка. 
 
Рассмотрим некоторые задачи, решение которых приводит к 

дифференциальным уравнениям.  
1. Пусть тело массой m падает с высоты и на него, кроме силы тя-

жести, действует сила сопротивления воздуха, пропорциональная квад-
рату скорости: kv2 . Тогда, используя второй закон Ньютона, получаем: 

2kvmgvm 


. 
Это квазилинейное дифференциальное уравнение  первого порядка. 
 2. Рассмотрим свободные горизонтальные колебания груза, при-
крепленного к пружине жесткости с, вдоль оси х с учетом силы сопро-
тивления, пропорциональной скорости: kv. Учитывая, что сила упруго-

сти пружины равна сх и 


 xv  , получаем: 

cxxkxm 


 . 
Это линейное однородное дифференциальное уравнение  второго поряд-
ка. 
 3. Рассмотрим пример задачи, приводящей к системе дифференци-
альных уравнений. Пусть материальная точка движется в поле силы тя-
жести под действием силы сопротивления воздуха, пропорциональной 
квадрату скорости: Fc =kv2  ( Рис. 1 ). Учитывая факт плоского движения 
точки, 
                                                                получаем систему уравнений:                                                        
     y                                                           














mgFym

Fxm

c

c





sin

cos
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                                                   v 
                                                          vy 

                                                                                                               . 
                                             vx    
 
         Fc                                                        Учитывая, что 
                                                                      
                                                                                                    и 
                                                         x                                          
                            Рис. 1.                                  vx =vcos   и  vy=vsin, 
получаем 














mgvkvym

vkvxm

y

x
   или     

















mgyxykym

yxxkxm
22

22

. 

Это система квазилинейных уравнений второго порядка. 
Как мы увидим ниже, при нахождении решения дифференциаль-

ного уравнения приходится в большинстве случаев выполнять операции 
интегрирования. Поэтому процесс нахождения решения дифференци-
ального уравнения называется интегрированием дифференциального 
уравнения. Известно, что при интегрировании появляются некоторые 
произвольные постоянные, поэтому получаемая при решении диффе-
ренциального уравнения функция называется общим решением. Вклю-
чение в задачу некоторых дополнительных условий позволяет конкрети-
зировать значения этих постоянных и получить частное решение диф-
ференциального уравнения. 

Рассмотрим некоторые простейшие дифференциальные уравнения 
первого порядка. Одними из них являются  

2. Уравнения с разделяющимися переменными.  
Это дифференциальные уравнения, которые после некоторых пре-

образований приводятся к виду: 
                           dxxdyyf )()(  .                                                  (6) 
Интегрируя это уравнение, получаем: 

2211 )()( CxFCyF     или  CxFyF  )()( 21  ,  где 12 CCC  . 
 В некоторых случаях удается выразить из последних соотношений 
функцию )(xy  в явном виде. 
 Пример 1. Найти решение уравнения:     xyy  . 

Представим данное дифференциальное уравнение в виде: xy
dx
dy

 . 

222
yx vvv   



 6

Разделив обе части на y умножив на dx, получим уравнение с разделяю-

щимися переменными: xdx
y

dy
  . Проинтегрировав это уравнение, по-

лучаем:  1
2 2/ln Cxy   , или  2

2 ln2/ln Cxy   , где 12ln CC    

Отсюда 2//ln 2
2 xCy  . Потенцируя, получаем 2/

2

2

/ xeCy  , или 
2/

2

2xeCy  , или, окончательно, 2/2xCey  , где 2CC  .  
 Задачи для самостоятельного решения: 
Решить уравнение с разделяющимися переменными: y)f(x,ya  , 

где значения a, f(x, y) определяются из таблицы. 

№ a f(x,y) № a f(x,y) 

1 y  ycos(1-2x) 16 (3x+1)lny y 

2 cos2(3x+1) y+1 17 x2+x y 

3 tgx y2sin2x 18 x+1 (y+1)x2 

4 sinx y2(sinx+cosx) 19 x+1 (y+1)(x2-1) 

5 y(x2+4) x 20 1x   ey+1 

6 1/x cos2(2y+1) 21 1x   (x+1)ey 

7 y lnx+1 22 - cosx  ysinx 

8 x2-4 5xy3 23 y lnx+1 

9 sin2(4x-3) 8y 24 x+1 x(y2+4) 

10 e-2x xy2 25 x2+1 x(y+8) 

11 e-x (x+1)y2 26 x  (y+2)( x +1) 

12 1 ysin2x 27 y x  x+1 

13 x+1 (x+4)y 28 ( x +1)y 10(x-1) 

14 xy (lnx+4) y  29 ( x +1) y(x-1) 

15 x (ln2x+8) y  30 1 (y-1)tgx 

3. Однородные уравнения 
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Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка называ-
ется однородным, если его можно записать в виде 

                                       )/( xyy   ,                                                   (7) 
где правая часть есть функция только от отношения переменных xy / . 

Например, уравнение  2)cos( 
x
yy   - однородное уравнение. Урав-

нение  2

232
xy

yxxy 
    - также однородное, так как деля числитель и 

знаменатель правой части на  x3, получим  2)/(
/2

xy
xyy 

 . 

В однородном уравнении (7) переменные, вообще говоря, не раз-
деляются. Однако оно легко может быть преобразовано в уравнение с 
разделяющимися переменными. 
С этой целью введем новую функцию z, положив z=y/x, или y=xz. 

Дифференцируя, находим 
dx
dzxz

dx
dy

  . 

Подставляя последние выражения в уравнение (7), придадим ему вид 

                                           )(z
dx
dzxz  .      

В полученном уравнении переменные разделяются. Действитель-
но, 

 dxzzxdz  )( , и предполагая, что 0)(  zz , получаем 

zz
dz

x
dx




)(
. 

Выполняя интегрирование, получим 

 


 C
zz

dzx
)(

ln


. 

Вычисляя интеграл в правой части последнего равенства и воз-
вращаясь к первоначальному переменному у, получим общее решение 
однородного уравнения (7). 

Пример 2. Проинтегрировать уравнение 222 yxyxy  . 
Решение. Запишем уравнение в виде 

xy
yx

dx
dy

2

22 
 , или  

xy
xy

dx
dy

/2
)/(1 2

 . 

Делая подстановку xzy  , получаем 
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z
zzx

dx
dz

2
1 2

 ,  или  
z
zx

dx
dz

2
1 2

 . 

В полученном уравнении переменные разделяются: 
x

dx
z

zdz


 21
2

. 

Интегрируя, имеем 1
2 lnln1ln Cxz  , откуда ,)1( 2 Czx   

где 1СС  . Возвращаясь к функции у, получим 022  Cxyx . 
Задачи для самостоятельного решения: 

Решить однородные уравнения: 

1.  22 yxyxy  ;                                       16. 
yx
yxy




 ; 

2.  y
x
yxtgyx  ;                                     17. 0ln 

x
yyyx ; 

3.  22 yxyxy  ;                                       18. 
x
yyx

x
yyx lnln  ; 

4.  
x
yxctgyyx 2 ;                                 19. 222 yxyxy  ; 

5. 222 xxyyyx  ;                                 20. 2

2

1
x
y

x
yy  ; 

6.  
x
yxyyx 2sin3 ;                               21.

x
yyyyx ln ; 

7.  044 22  xyyxy ;                            22. 02 222  yxyx ; 

8.  228 yxyxy  ;                                     23. 022  yxyyx ; 

9.  )2(2 223 yxyyx  ;                            24. yxxyy  ; 

10. yxyx  ;                                            25. x
x
yy

x
yyx  coscos ; 

11. 22 2xyyyx  ;                            26. 2
x
yy ; 

12. 22 yxyeeyx y
x

y
x

 ;                              27. )ln(ln2 xy
x
y

x
yy  ; 

13. x
x
yyyx  sin)( ;                               28. 05  yxyxy ; 
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14. x
y

xeyyx  ;                                        29. 22 yxyyx  ; 

15. 
x
yxyyx sin ;                                  30. 022  xyyyx . 

4. Линейные уравнения 
Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка называ-

ется линейным, если его можно записать в виде: 

)()( xqyxpy  ,   где  )(),( xqxp  — заданные функции. 

 Предварительно отметим, что любую функцию y(x) можно пред-
ставить в виде произведения двух функций, причем одну из них можно 
выбрать произвольно. Действительно, задавшись функцией p(x) всегда 
можно записать: y(x) = p(x)* y(x)/ p(x). 

 Будем искать неизвестную функцию y в виде произведения двух 
функций u и v по формуле y=uv. Подставив это произведение в исходное 
уравнение, получим  )()( xquvxpvuvu  , или 

                               )(])([ xqvxpvuvu  .                                          (8) 

 Выберем функцию v таким образом, чтобы выражение в квадратных 
скобках равнялось нулю ( как было сказано выше, одну из функций мы 
можем выбирать произвольно ). Это действие приводит к уравнению: 

vxp
dx
dv )( ,  или  dxxp

v
dv )( . Интегрируя полученное уравнение 

с разделяющимися переменными и полагая равенство нулю произволь-
ной постоянной, получим: 

 dxxpv )(ln , или  
dxxpev )(

.  Уравнение (8) теперь принимает 

следующий вид: )()( xqeu dxxp
  , или  

dxxpexqu )()( . Интегрируя 

полученное равенство, находим Cdxexqu dxxp
   )()( . Подставляя в 

формулу: y=uv, получаем искомую функцию.  
Пример 3. Найти общее решение уравнения: xyy  . 

 Вводя обозначение: y=uv,  получаем  xuvvuvu  , или 

                                  xvvuvu  ][ .                                            
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Приравнивая квадратную скобку нулю, получаем уравнение:                 

v
dx
dv

 ,  или  dx
v

dv
 . Интегрируя, получим: xv ln , или  xev  . 

Тогда получаем: xeu x  , или  xxeu  . Отсюда   dxxeu x . Инте-

грируя по частям, получаем: Cxeu x   )1(  Подставляя в форму-

лу: y=uv, получаем искомую функцию: 1 xCey x . При необходи-
мости нахождения частного решения, например, при условии: y(0)=1, 
получаем:  1=С-1, откуда С=2. Тогда частное решение принимает вид: 

12  xey x . 

 
Задачи для самостоятельного решения: 
Решить уравнение:    a y  +by = f(x),   где значения a, b, f(x) 

определяются из таблицы 

№ a b f(x) № a b f(x) 

1 x -1 x3+1 16 1 1/x sin5x 

2 x2 -x x2+11 17 x2-1 -x 1 

3 1 -сosx 5cosx 18 x2-1 2x cosx 

4 1 2x 2x-xe  19 sinxcosx -1 sin3x 

5 1 cosx sin2x 20 1 tgx cos2x 

6 1 cosx e-sinx 21 1 -4 cosx 

7 1 tgx sin2x 22 x 1 lnx+1 

8 1 -tgx 3sin2x 23 x -1/(x+1) x 

9 x 1 xsinx 24 1 -1/(1-x) x+1 

10 x -1 x/lnx 25 4 2x 2x-xe  

11 x -1 x2sinx 26 1 -3x2 x5+x2 

12 x2 -1 xe /112x   27 1 -1/(x+2) x2+4x+5 

13 x2+1 -x 1 28 x 1 ex 

14 x2+1 -x x+1 29 x 1 x2ex 

15 x2+1 x x(x2+1) 30 x2+1 2x 2x2 
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Задачи для самостоятельного решения:                                           
Найти частное решение уравнения: 

1.  xtgxyy cos ; y(0) = 1;     2.  xytgxy  ; y(0) = 1; 

3.  xxyy 22  ;  y(1) = 2 ;            4.  
x

ln xyyx  ; y(1) = 2;   

5.   1
1





x

yy ; y(0) = 1;           6.  22 x
x
yy  ;   13 y ; 

7.   21 x
eyy

x






;   20 y ;        8.  
2

26 xxexyy  ;   40 y ; 

9.  xex
x
yy 33
 ;   ey 1 ;          10. 1cossin  xyxy ; 0

2







y ; 

11. xexyyx 43  ;   ey 1 ;        12.  1sincos  xyxy ;   20 y ; 

13. xxyyx cos2 3 ;   1y ; 14.  
x

x
x
yy sin
 ; 1

2







y ; 

15. xx
x
yy cos ; 1

2







y ;   16.  

x
yyx 12  ;   13 y ; 

17. 
x

ytgxy
cos

1
 ;   50 y ;   18.  x

x
yy ln2 ;   11 y ; 

19.  012  xyyx ;   21 y ;    20.  xe
yy 1
 ;  

2
10 y  ; 

21.  x
x
yy 

3
;   31 y ;             22.  xxyy 22  ;   20 y ; 

23.  xex
x
yy 322
 ;   31 ey  ;   24.  xexyy x sin2

2 ;   10 y ; 

                            25.  2sin2cos  xyxy ;          30 y ; 

                            26.  xxyxxy 23 ln3ln  ;         0ey ; 

                            27.  xexyy x 2sinsin cos ; 3
2







y ; 

                            28.  2)1(
1

2



 x

x
yy ;              

2
10 y ; 

        29.  222 )1(2)1( xxyyx  ;   52 y ; 

                            30.  xexyy x 2sinsin cos ;  3
2







y ; 
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5. Приближенные решения дифференциальных уравнений  
первого порядка 

 В некоторых случаях попытка решения дифференциаль-
ного  уравнения первого порядка приводит к интегралам, кото-
рые невозможно представить в виде комбинации элементарных 
функций. В этом случае приходится прибегать к приближен-
ным решениям. 
 Рассмотрим квазилинейное уравнение 

y’ = f(x,y) в области x > x0, 
удовлетворяющее некоторому дополнительному условию: y(x0)=y0. 
 Разобьем участок интегрирования на равные участки h=xi+1-xi. То-
гда при достаточно малых h производную функции y можно приближен-
но представить в виде: 

h
yy

h
xyxyy iiii 




  11 )()(
. 

 Тогда интересующее нас уравнение примет вид: 

),(1
ii

ii yxf
h

yy


 , или hyxfyy iiii ),(1  . 

Начиная от (x0,y0) по последней рекуррентной формуле можно опреде-
лить значения неизвестной функции yi(xi). Указанные действия легко 
программируются на любом алгоритмическом языке в виде операторов 
цикла и условных операторов перехода к окончанию процесса вычисле-
ния. 
 

6. Простейшие уравнения второго порядка, допускаю-
щие понижение порядка 

В этом пункте мы рассмотрим уравнения второго порядка, ко-
торые с помощью замены переменной сводятся к уравнениям первого 
порядка. Такое преобразование уравнения называется понижением по-
рядка. Не говоря об уравнении )(xfy  , которое решается двукрат-
ным интегрированием, Простейшими уравнениями второго порядка, до-
пускающими понижение порядка, являются следующие: 

                                      
),(
),(

yyfy
yxfy



 

Рассмотрим последовательно, как осуществляется понижение по-
рядка и как интегрируется каждое из указанных уравнений. 

Первое из этих уравнений решается  введением новой функции 
v(x), положив )(xzy  . Тогда  )(xzy   и мы получим уравнение 
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первого порядка )()( xfxz  . Решая его относительно функции z(x), а 
затем интегрируя, получим искомое решение. 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 01
 y

x
y .  

Полагая )(xzy  , получаем уравнение 01
 z

x
z . Преобразуя, 

получаем уравнение с разделяющимися переменными: 
x

dx
z

dz
 . Инте-

грируя, находим: 1lnlnln Cxz  , или xCz 1 . Заменяя z(x) на у' и 
интегрируя еще раз, находим общее решение уравнения: 

                                   2

2

1 2
)( CxCxy  . 

Уравнение ),( yyfy   не содержит явно независимой пере-
менной х. Для понижения порядка уравнения снова вводим новую функ-
цию, зависящую от переменной у, полагая )(xzy  . Дифференцируем 
это равенство по х, помня, что у является функцией от х:  

                  
dx
dy

dy
dz

dx
dz

dx
ydy 


 , или  z
dy
dzy  . 

Подставляя последние соотношения в исходное уравнение, полу-
чим дифференциальное уравнение первого порядка: 

                                          ),( zyfz
dy
dz

 .  

Пример 5. Найти общее решение уравнения yyy  212 . 

Делая указанную выше подстановку, получаем уравнение: 

                                         
dy
dzyzz 212  . 

Разделив переменные, получим: 
y

dy
z

zdz


 21
2

. Интегрируя и проводя не-

сложные преобразования, находим, что 11  yCz , или 

11  yC
dx
dy

. Это уравнение преобразуется к виду:  
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11 


yC
dydx . 

Интегрируя, получаем: 12
1

1
2  yC

C
Cx , откуда 

1

2
2

2
1

4
4)(

C
CxCy 

 . 

Задачи для самостоятельного решения: 
Решить уравнение  

1.  yxxy  ln ;                                    16.   0)( 2  yy ; 

2.  yyx 2 ;                                         17.  22 )(yyyyy  ; 
3.  yxxy  2)1( 2 ;                            18.  2)(2 yyy  ; 

4.  0sincos  xyxy ;                    19.  yyyy  2)( ; 

5.  )1(
1





 xx
x

yy ;                      20.  0)(3)43( 2  yyy ; 

6.  0 yyx ;                                     21.  2)(2 ytgyy  ; 

7.  x
x
yy 


 ;                                      22.  yyyy  22 )( ; 

8.  12  yxyx ;                                  23.  0)(2 3  yyy ; 

9.  422 xyyx  ;                               24.  2)(12 yyy  ; 

10. xxe
x
yy 


 ;                                 25.  yyy  2 ; 

11. xtgxyy 2sin ;                       26.  2)(2)12( yyy  ; 
12. xxyyx cos2 ;                       27.  yyy 2)( 3 ; 

13. 1 ytgxy ;                                28.   0 yey y ; 

14. 02  xyyx ;                          29.  33 yy ; 
15. xyctgxy sin ;                        30.  yyy 2 . 

 

7. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

К этому классу относятся дифференциальные уравнения вида  

                                       0 cyybya . 
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Полагая, что a0, деля обе части уравнения на a и обозначая b/a=p, 
c/a=q, получаем 

                                   0 qyypy .                                                  (9) 

Решение этого уравнения начинается с составления характеристического 
уравнения. Для этого искомая функция y заменяется на новую неизвест-
ную z, а порядок производной - на соответствующую степень: 

                                             02  qpzz . 

Решение этого квадратного уравнения имеет вид: 

                                   
2

42 qpp
z


 .                                           (10) 

В зависимости от знака дискриминанта этого уравнения можно выде-
лить три случая: 

 1) 042  qp . Тогда уравнение (10) имеет два различных дей-
ствительных корня: z1 и z2 . В этом случае решение уравнения (9) имеет 
вид: 

                                    xzxz eCeCxy 21
21)(  .                                          (11) 

 2) 042  qp . Тогда уравнение (10) имеет два совпадающих 
действительных корня: z1=z2=z. В этом случае решение уравнения (9) 
имеет вид: 

                           )()( 21 CxCexy zx  .                                          (12) 

 3) 042  qp . Тогда уравнение (10) имеет два комплексно-
сопряженных корня:  iz   . В этом случае решение уравнения (9) 
имеет вид: 

                       ))sin()cos(()( 21 xCxCexy x   .                             (13) 

Пример 6.   Найти общее решение уравнения: 09  yy . 

Характеристическое уравнение в данном случае имеет вид: 092 z . 
 Решая, получаем: iz 3 .Тогда решение исходного дифференциально-
го уравнения записывается в виде: )3sin()3cos()( 21 xCxCxy  . 

Пример 7. Найти решение уравнения: 02  yy , удовлетво-
ряющее условиям: 0)0(,1)0(  yy . Характеристическое уравнение в 
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данном случае имеет вид: 022  zz . Решая, получаем: 
2,0 21  zz . Тогда общее решение исходного дифференциального 

уравнения записывается в виде: xeCCy(x) 2
21

 . 

Дифференцируя, получаем: xeCy(x) 2
22  . Подставляя в полученные 

уравнения начальные условия, получаем: 








2

21

22
1

С
СС

. Тогда 






2

1

1
0

С
С

 Окончательно получаем: xey(x) 2 . 

 
Задачи для самостоятельного решения: 

Найти частное решение уравнения: 
1.   0168  yyy ;                 20 y ;        50 y ; 
2.   086  yyy ;                   10 y ;         20 y ; 
3.   03  yy ;                            10 y ;         20 y ; 

4.   0 yy ;                              10 y ;       0
3







 y ; 

5.   0204  yyy ;               0
2







y ;   1

2







 y ; 

6.   02  yyy ;                     01 y ;         21 y ; 
7.   06  yyy ;                     10 y ;         20 y ; 
8.   0 yy ;                               1y ;      4 y ; 
9.   0134  yyy ;                 0y ;        1 y ; 
10. 067  yyy ;                   20 y ;        00 y ; 
11. 02  yy ;                             20 y ;        40 y ; 
12. 0168  yyy ;                  10 y ;        00 y ; 
13. 032  yyy ;                    00 y ;       20 y ; 
14. 056  yyy ;                    30 y ;        00 y ; 

15. 04  yy ;                            2
2







y ;   4

2







 y . 

16. 0107  yyy ;                           10;20  yy ; 

17. 096  yyy ;                             10 y ;         00 y ; 

18. 078  yyy ;                             20 y ;        10 y ; 
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19. 049  yy ;                                         0y ;       1 y ; 

20. 0127  yyy ;                          20 y ;         20 y ; 

21. 023  yyy ;                              00 y ;         10 y ; 

22. 09  yy ;                                            10 y ;          30 y ; 

23. 0102  yyy ;                          0
2







y ;    1

2







 y ; 

24. 065  yyy ;                               50 y ;          00 y ; 

25. 052  yyy ;                               10 y ;       00 y ;  

26.  016  yy ;                                          1y ;        1 y ; 

27.  044  yyy ;                              10 y ;             30 y ; 

28.  06  yy ;                               20 y ;         20 y ; 

29.  02510  yyy ;                  10 y ;         10 y ; 

30. 0204  yyy ;                   0
2







y ;  1)

2
(  y . 

8. Линейные неоднородные дифференциальные уравне-
ния второго порядка с постоянными коэффициентами 

Уравнения, рассматриваемые в этом разделе имеют вид: 

)(xfcyybya  , 

где f(x) – некоторая функция, называемая правой частью уравнения. 

Общее решение неоднородного уравнения складывается из общего 
решения однородного yo(x) (см. выше ) и частного решения неоднород-
ного уравнения Y(x). Частное решение – это любая функция, удовлетво-
ряющая уравнению. Ясно, что вид частного решения напрямую зависит 
от вида правой части уравнения.  

1 случай. Пусть правая часть уравнения имеет вид: 

)()( xPexf n
x , 

где )(xPn  - многочлен степени n. Если  не является корнем характери-
стического уравнения, то частное решение следует искать в виде: 
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)()( xQexY n
x , 

где )(xQn  - многочлен той же степени, но с неопределенными коэффи-
циентами.  

 Если же  является корнем характеристического уравнения, то 
частное решение следует искать в виде:  )()( xQexxY n

xk  , 

где k=1, если  - простой корень характеристического уравнения: 
k=2, если  - кратный корень характеристического уравнения. 
 Примеры правых частей уравнений и вида частного решения: 
 
z1 z2               f(x)                            Y(x) 
1 2      )4( 23 xe x              )( 23 CBxAxe x   

3 3      )4( 23 xe x            )( 232 CBxAxex x   

3 4      )4( 23 xe x            )( 23 CBxAxxe x   

2 5           53 x           DCxBxAx  23  

0 3           7x                     )( CBxx   

Пример 8. Найти общее решение уравнения: 
xexyyy 3)2(32  . 

 Составляем характеристическое уравнение и находим его корни: 
z2 - 2z – 3 = 0;  z1 =-1,  z2 =3. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 

xx eCeCY 3
21   . 

 Так как среди корней характеристического уравнения имеется ко-
рень z2 =3, то частное решение следует искать в виде: xeBAxy x3)(   

 Находим 


y и 


y : 

xx eBxAxeBAxy 323 )(3)2( 


, 

xxx eBxAxeBAxAey 3233 )(9)2(62 


. 

 Подставляя полученные выражения в исходное уравнение, после 
приведения подобных членов и сокращения на xe3 , находим: 
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2)42(8  xBAAx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, находим: 








242
18

BA
A

, 

откуда A=1/8 и B=7/16. 

 Подставляя найденные значения в выражение для  y , найдем 
частное решение уравнения   

xexxy 32 )
16
7

8
1(  . 

      Общее решение находится как сумма общего решения однородного 
уравнения и частного решения неоднородного: 

xxx eCeCexxyYy 3
21

32 )
16
7

8
1(   . 

В случае необходимости нахождения решения, удовлетворяющего до-
полнительным условиям, например: 0)0(,1)0(  yy  , необходимо 
продифференцировать последнее равенство: 

xxxx eCeCexexxy 3
21

332 3)
16
7

4
1(3)

16
7

8
1(   . 

Подставляя указанные условия в последние равенства, получаем систе-
му уравнений: 








21

21

316/70
1

СС
СС

. 

Решение полученной системы представляется в виде: С1=55/64, С2=9/64. 
Тогда частное решение поставленной задачи принимает вид: 

xxxx eeexexxy 3332

64
27

64
55)

16
7

4
1(3)

16
7

8
1(   . 

Задачи для самостоятельного решения: 
Найти общее решение уравнения: 

1. )1(65 2  xeyyy x ;            2. )13(44 2  xeyyy x ; 

3. )12(3 3   xeyy x ;                  4. )22(34  xeyyy x ; 

5. )22(96 3 xeyyy x  ;           6. )34( xeyy x   ; 

7. xxeyyy 4282  ;                8. xxeyyy 36  ; 
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9. 239 2  xyy ;                        10. )1(2510 5  xeyyy x ; 

11. xxeyyy 54103  ;               12. 225 xxyy  ; 

13. )2(54 xeyyy x   ;        14. )13(168 4  xeyyy x ; 

15. xxeyy 232  ;                        16. xxeyyy 25128  ; 

17. )24(23  xeyyy x ;         18. xxyy 427 2  ; 

19. xeyyy 42168  ;                 20. )2(2 2   xeyyy x ; 

21. 2325  xxyy ;              22. xxeyyy 33127  ; 

23. )x(eyyy x 122  ;            24. xxeyyy 24253  ; 

25. )34(62   xeyyy x ;       26. 15312 2  xxyy ; 

27. xxeyyy 3383  ;                28. )x(eyyy x  22 2 ; 

29. )2( 2   xeyy x ;                   30. xxeyyy 523  . 

2 случай. Правая часть уравнения bxNbxMxf sincos)(  , 
где М, N и b—заданные числа. 

В этом случае частное решение у следует искать в виде: 
kxbxBbxAy )sincos(  , 

где А и В—неизвестные коэффициенты, а k равно числу корней ха-
рактеристического уравнения, совпадающих с ib. 

Пример 9. Найти общее решение уравнения 
xxyyy sincos254   

и выделить из него частное решение, удовлетворяющее начальным 
условиям: 2,1 00 

 xx yy . 
Решение. Характеристическое уравнение z2 + 4z + 5=0 имеет корни   
z1 =-2-i, z2 =-2+i. Поэтому общее решение соответствующего однородно-
го уравнения имеет вид: )sincos( 21

2 xCxCeY x   . 
Так как bi= + i не является корнем характеристического уравнения, 

то k=0 и частное решение надо искать в форме: 
xBxAy sincos  . 

Дифференцируя, находим       
xBxAy cossin  ,  xBxAy sincos  . 
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Подставляя полученные выражения в данное неоднородное диф-
ференциальное уравнение, получим: 

xx
xBxAxBxAxBxA

sincos2
)sincos(5)cossin(4sincos




 
Группируя и приводя подобные члены, имеем 

xsin2cosx4A)sinx(4B4B)cosx(4A  . 

Написанное равенство является тождеством. Поэтому коэффици-
енты при cosx и sinx в левой и правой частях равенства должны быть 
равны. Приравнивая эти коэффициенты, получим систему уравнений 
для определения A и B. 








144
244

AB
BA

  . 

Из этой системы находим В = 1/8 А =3/8. 
Таким образом, частное решение имеет вид: 

xxy sin
8
1cos

8
3

 , 

а общее решение уравнения 

)sincos(sin
8
1cos

8
3

21
2 xCxCexxYyy x    

Для выделения частного решения используем заданные начальные 
условия: 2,1 00 

 xx yy  . Так как 

)cossin(

)sincos(2sin
8
1sin

8
3

21
2

21
2

xCxCe

xCxCexxy

x

x









    , 

то 














21

1

2
8
12

8
31

CC

C
   . 

Отсюда 8/25,8/5 21  CC . 

Таким образом, искомое частное решение имеет вид 

)sin
8
25cos

8
5(sin

8
1cos

8
3 2 xxexxy x   . 



 22

Пример 10. Найти общее решение уравнения: 

xyy 2sin54  . 

Решение. Характеристическое уравнение z2+4=0  имеет корни 
z=2i, z=-2i. Общее решение однородного уравнения имеет вид:  

xCxCY 2sin2cos 21  . 
Заметим, bi=2i совпадает с одним из корней характеристического урав-
нения и, следовательно, k=1. Поэтому, частное решение неоднородного 
уравнения ищем в виде: 

xxBxAy )2sin2cos(  . 
Дифференцируя и подставляя в уравнение, последовательно получим: 

xxBxA 2sin52cos42sin4  . 
Отсюда  A=-5/4,  B=0. 

Таким образом, xxy 2cos
4
5

  и общее решение неоднородного 

уравнения запишется в виде: 

xCxCxxy 2sin2cos2cos
4
5

21  . 

 
Задачи для самостоятельного решения: 

Найти общее решение уравнения: 
 

1.   xyyy 2cos352  ;                  2.   xyyy 2sin102  ; 

3.   xxyy sincos  ;                       4.  xyy 4cos16  ; 

5.   xyyy 4sin284  ;                   6.  xxyy 2sin22cos4  ; 

7.   xyyy cos354  ;                  8.  xyyy 5cos5259  ; 

9.   xyy 2sin22  ;                        10. xyyy 2cos522  ; 

11. xyy 3cos39  ;                           12. xyyy cos8328  ; 

13. xyyy 4sin222  ;                 14. xyyy 3cos136  ; 

 
15. xyyy 2cos3186  ;             16.  xyy 6sin36  ; 

17. xyyy cos33612  ;             18.  xyy 5cos225  ; 
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19. xyyy 2cos134  ;                  20.  xyyy 3sin252   

21. xyyy 3cos45,2  ;                22. xyyy 2sin2544  ; 

                         23. xxyyy cos2sin102  . 

                     24.  xxyyy cos3sin1744  ; 

                     25.  xxyyy 2cos22sin84  ; 

                     26.  xxyyy cossin3106  ; 

                     27. xxyyy cos2sin4178  ; 

                     28.  xxyyy cos10sin55010  ; 

                     29.  xxyyy cossin26416  ; 

                     30.  xxyyy 3sin3cos136   

      В заключение приведем теорему, которая часто применяется при 
решении линейных уравнений. 

Теорема. Если 1y есть частное решение уравнения 

)(1 xfqyypy   

и 2y  есть частное решение уравнения 

)(2 xfqyypy  , 

с одной и той же левой частью, то сумма 21 yy   будет частным реше-
нием уравнения: 

)()( 21 xfxfqyypy  . 
 

9. Приближенные решения дифференциальных уравнений  
второго порядка 

 В случае возникновения задачи, сводящейся к решению 
квазилинейных уравнений второго порядка, часто приходится 
прибегать к приближенным решениям. 
 Рассмотрим квазилинейное уравнение 

y’’ = f(x,y,y’) в области x > x0, 
     удовлетворяющее некоторым дополнительным условиям:  

y(x0)=y0,   y’(x0)=y’0. 
 Разобьем участок интегрирования на равные участки h=xi+1-xi. То-
гда при достаточно малых h вторую производную функции y можно 
приближенно представить в виде: 
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2
12 2

h
yyyy iii 

  . 

 Тогда интересующее нас уравнение примет вид: 


 

2
12 2

h
yyy iii ),,( 1

h
yyyxf ii

ii
 , или 

),,(2 12
12 h

yyyxfhyyy ii
iiiii


 

 . 

   Второе начальное условие позволяет получить соотношение: 

0
01 y

h
yy 


. Отсюда получаем  hyyy 001  . 

Начиная от (x0,y0) и (x1,y1) по последней рекуррентной формуле можно 
определить значения неизвестной функции yi(xi). Как и ранее, указанные 
действия легко программируются на любом алгоритмическом языке в 
виде операторов цикла и условных операторов перехода к окончанию 
процесса вычисления. 
 

10. Применение дифференциальных уравнений  
второго порядка к задачам механических колебаний 

 
 Рассмотрим горизонтальные колебания груза вдоль оси x под дей-
ствием восстанавливающей силы: cxF 1  и силы сопротивления, про-

порциональной скорости: 


 xfF2 . Дифференциальное уравнение ко-

лебаний принимает вид:         cxxfxm 


. 
В этих формулах с – жесткость пружины, f – коэффициент сопро-

тивления, m – масса тела. Сократив на  m, и введя обозначения 
nmfkmc 2/,/ 2  , получаем: 

02 2 


xkxnx . 
Решение характеристического уравнения 02 22  xknzz  

имеет вид:  
22

2,1 knnz  . В зависимости от знака подкоренного выражения 
возможны три случая. 
 1.Случай малого сопротивления: kn  . Тогда корни характери-
стического уравнения комплексны: 22

2,1 nkinz   и решение 
имеет вид: 

))sin()cos(()( 22
2

22
1 tnkCtnkCetx nt   . 
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Введя новые неизвестные  А и    sin,cos 21 ACAC   и 
используя формулу синуса суммы аргументов, получаем: 

)sin()( 22   tnkAetx nt . 
Постоянные А и  называются соответственно начальной амплитудой и 
начальной фазой колебаний и могут быть определены из начальных 
условий. Присутствие в последней формуле множителя nte  показывает, 
что амплитуда будет убывать, поэтому такие колебания называются за-
тухающими. Этот случай качественно изображен на рис.2. В случае от-

сутствия сопротивления n=0, 
решение уравнения колебаний 
примет вид: 

)sin()(  ktAtx . 
Очевидно, что в этом случае ко-
лебания не будут затухаю-          
щими, так как амплитуда оста-
ется  неизменной. 

                            Рис.2  
 2. Случай большого сопротивления: kn  . Тогда корни характе-
ристического уравнения действительны и различны: 

22
2,1 knnz   и решение имеет вид: tztz eCeCtx 21

21)(  .  
3. Случай критического сопро-
тивления: kn  . В этом случае 
мы получаем кратные корни ха-
рактеристического уравнения 

21 zzz   и решение в этом 
случае имеет вид: 

)()( 21 CtCetx nt   . 
 Рис.3. 

 
Случаи 2 и 3 носят приблизительно одинаковый характер и каче-

ственно иллюстрируются кривой на рис.3. В этих случаях колебаний не 
происходит, а возникает так называемое апериодическое движение. 
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